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ABSTRAK

Irisan tabung lingkaran oleh bidang datar dengan memotong secara miring terhadap alasnya
menghasilkan kurva elips. Ketika selimut tabung ini dibentangkan secara mendatar maka hasil irisan
pada tabung akan berbentuk gelombang sinus. Dengan kata lain kurva elips ketika dibentangkan secara
mendatar akan berbentuk kurva gelombang. Penelitian ini bertujuan untuk menurunkan rumus
gelombang dari hasil irisan tabung dan menurunkan rumus kurva elips dari rumus kurva gelombang,
Hasil penelitian ini yaitu: rumus kurva gelombang sinus dapat diturunkan langsung dari irisan tabung,
rumus elips dapat diturunkan dari rumus kurva gelombang sinus yang telah dibuat, dan kurva
gelombang sinus dan elips ini mempunyai keliling yang sama.

Kata kunci: Irisan Tabung, Dilatasi Ellips, Kurva Gelombang, Rumus Elips

ABSTRACT

When a flat plane cuts the cylinder section at an angle to the base, it creates an ellipse. If the curved
surface ofthe cylinder is unraveled horizontally, the result of the cut on the cylinder will be a sine wave.
In simple terms, when an ellipse is laid out horizontally, it will take the form of a wave curve. This study
aims to derive the wave formula from the results of the cylinder section and derive the ellipse formula
from the wave curve formula. The results of this study are: the sine wave curve formula can be derived
directly from the cylinder section, the ellipse formula can be derived from the sine wave curve formula
that has been made, and the sine wave and ellipse curves have the same perimeter.

Keywords: Cylinder Section, Ellipse Dilation, Wave Curve, Ellipse Formula.

1. PENDAHULUAN

Elips merupakan bentuk bidang datar yang menarik untuk diteliti. Beberapa cara dapat dilakukan untuk
mendapat kurva elips. Seperti yang telah diketahui elips dapat diperoleh dari perpotongan kerucut
dengan bidang datar, perpotongan silinder lingkaran dengan bidang datar, dan transformasi koordinat
lingkaran [1]. Selain itu elips juga mempunyai keterkaitan dengan lingkaran. Beberapa sifat-sifat
keterkaitan elips dan lingkaran dapat dilihat pada artikel [2].

Elips dan lingkaran memiliki hubungan yang selalu menarik untuk diteliti. Beberapa cara dapat
dilakukan untuk menghasilkan kurva elips. Salah satu caranya memandang elips sebagai hasil
peregangan dari lingkaran. Lockhart (2012) dan Wells (2018) menggambarkan elips sebagai lingkaran
yangmengalamiperegangan yangditarik secaradengan arah berlawanan secarahorizontal atau vertikal
[3], [4]. Lingkaran merupakan elips yang mempunyai panjang sumbu mayor dan minor yang sama.
Secara geometri peregangan ini bisa dijelaskan dengan konsep dilatasi [3], [5]. Gambar 1 menunjukan
peregangan secara horizontal lingkaran menjadi Belips.

Gambar 1. Lingkaran mengalami peregangan secara horizontal dengan arah berlawanan
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Archimedes menggunakan transformasi untuk koordinat mengubah lingkaran menjadi elips [6]. Melalui
transformasi ini, Archimedes mampu menghasilkan persamaan dan luas elips. Lockhart (2019)
menunjukan bahwa ini merupakan transformasi dilatasi lingkaran sehingga menjadi elips [3]. Dilatasi
ini tidak menghasilkan apapun terkait hubungan keliling lingkaran dengan keliling elips [3]. Berbeda
hal dengan luas elips yang dapat dicari dengan menggunakan dilatasi ini [2], [3].

Dong(1821) dan Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) memberikanide bahwa hasil potongan tabung
oleh sebuah bidang miring menghasilkan kurva elips [7], [8], [9]. Pierce Morton (1803 - 1859)
menemukan sifat-sifat fokus-direktris pada elips dari perpotongan kerucut dari ide Dandelin. Hilbert &
Cohn-Vossen (1957) menemukan juga sifat-sifat fokus-direktif dari perpotongan silinder dari ide
Dandelin. Sifat fokus-direktif ini yaitu bahwa BF, + BF, = P; P, dengan P, P, selalu konstan sertaF;
dan F, merupakan titik-titik fokus elips [9], [ 10]. Pembuktian ini sudah dapat menunjukan bahwa kurva
tersebut adalah elips.

Gambar 2. Sumber: Hilbert and Cohn-Vossen. Geometry and the Imagination. Chelsea Publishing
Company. Pag.7

Terdapat cara lain selain cara pembuktian Pierce Morton (1803 - 1859). Penurunan rumus elips hasil
irisan tabung ini dilakukan pada koordinat kartesius telah dilakukan oleh [2], [3]. Terdapat juga yang
menggunakan Transformasi Affine dalam menurunkan rumus elips [11] . Penurunan rumus ini semua
pada dasamya merupakan hasil dilatasi koordinat lingkaran. Semua cara ini menghasilkan rumus elips
pada bidang koordinat kartesius.

Perhatikan Gambar 4 untuk memahami penurunan rumus oleh Rohman (2019) [2]. Penurunan rumus
ini menggunakan kesebangunan yaitu AJKL ~ AMFC . Perhatikan bahwa m/L merupakan jarak antara
kurvaelips ABCD danlingkaran BDEF. Kemudianmembandingkan jarak JL. denganJK yaitu JL//K =
b/a yang selalu konstan. Perbandingan b/a ini dinamakan golden rasio elips oleh Scimone [12],
bahkan terdapat beberapa sifat terkait perbandingan ini [2], [12],[13]. Dengan menggunakan b /a dan
menempatkan elips BFDE danlingkaran ABCD padakoordinat kartesius dengang pusatnya sama, maka
akan diperoleh rumus elips [2].

Pada Gambar 4, alas tabung atau tutup tabung adalah berbentuk lingkaran. Jika selimut tabung
dibentangkanmenjadi persegi panjang, maka keliling lingkaran menjadi sisi selimut tabung. Sisi tabung
ini digambarkan menjadi sebuah garis lurus. Sedangkan tinggi tabung menjadi sisi lainnya. Hal yang
menarik adalah bagaimana perubahan kurva elips pada gambar 1 setelah selimut tabung dibentangkan.
Kurva elips pasti berubah menjadi kurva dengan bentuk lain dan bukan garis lurus.

Kurva elips dapat ditransformasikan menjadi kurva gelombang sinus melalui irisan tabung [14], [15],
[16]. Pitot (1724) telah menyelidiki bahwa ketika tabung yang terdapat kurva elips hasil perpotongan
ketika digelindingkan pada bidang datar maka jejak kurva elips pada bidang berbentuk kurva sinus.
Pembuktian hubungan kurva elips dan kurva sinus ini dimulai sekitar enam tahun kemudian [17]. Pada
situs https://en.etudes.ru/models/sine-wave/ terdapat animasi bagaimana jejak kurva elips berbentuk
kurva sinus dan https:/www.geogebra.org/m/njdk3{s9 [18], [19]. Gambar 4 dan 5 menunjukan bahwa
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irisan tabung merupakan gelomban sinus pada bidang datar.

Gambar 3. Bentang selimut tabung (sumber: https:/medium.com/@mail.nirmal.r/so-an-ellipse-is-a-
sine-wave-in-disguise-312b32026d4f)

Pembuktian hubungan antara gelombang sinus dan elips dapat dilakukan dengan cara. Cara pertama,
persamaan elips dapat diubah menjadi persamaan gelombang sinus [16]. Cara kedua yaitu memetakan
koordinat titik elips, yang hasil perpotongan silinder dengan bidang datar, pada bidang koordinat
dimensitiga menjadi koordinat padabidang dimensi dua. Dengankata lain, ini seperti membuka selimut
tabung dan dibentangkan menjadi bidang datar [10], [20].

Walaupun penelitian ini bukan merupakan hal baru, namun penurunan rumus sinus dari irisan tabung
ini lebih sederhana. Pada penelitian ini penurunan rumus sinus melibatkan kesebangunan segitiga-
segitiga dan trigonometri. Segitiga-segitiga yang dimaksud adalah segitiga-segitiga siku-siku yang
terbentuk dari perpotongan kurva elips dan lingkaran seperti yang tampak pada Gambar 4. Sedangkan
penurunan rumus elips dari rumus sinus, tentu saja yang pertama kali dilakukan adalah memetakan
rumus sinus tadi ke dalam koordinat kartesius. Dengan demikian didapatkan rumus elips padakoordinat
kartesius.

Berdasarkan penelitian-penelitian sebelumnya, pertanyaan-pertanyaan pada penelitian ini adalah 1)
bagaimana menurunkan secara langsung persamaan gelombang sinus melalui irisan tabung dan selimut
tabung, 2) bagaimana menurunkan persamaan elips dari persamaan sinus yang telah dibuat, dan 3)
bagaimana menunjukan bahwa panjang kurva gelombang sama dengan keliling elips.
Berdasarkan penelitian-penelitian sebelumnya, artikel ini akan menyajikan bagaimana menurunkan
secara langsung persamaan gelombang sinus melalui irisan tabung dan selimut tabung, bagaimana
menurunkan persamaan elips dari persamaan sinus yang telah dibuat, dan bagaimana menunjukan
bahwa panjang kurva gelombang sama dengan keliling elips.

Sebagai contohpadaartikel ini sayamenuliskan segmen AB sebagai AB sedangkan panjang AB sebagai
AB. Sebuah sudut ABC dituliskan sebagai £ZABC sedangkan besar £ABC sebagai m£ABC.

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini menggunakan studi pustaka. Beberapa artikel dan buku yang relevan telah digunakan
sebagai referensi. Penelitian ini berusaha memberikan pembuktian secara langsung rumus gelombang
dari irisan tabung dengan menggunakan kesebangunan segitiga dan trigonometri. Selain itu, saya
berusaha memberikan penurunan rumus elips dari rumus gelombang yang telah dibuat pada bidang
koordinat kartesius. Sebagai tambahan, dibuktikan juga bahwa panjang kurva gelombang sama dengan
keliling elips dengan menggunakan integral.

3. HASIL

Perhatikan kembali Gambar 4. Kita selalu dapat membentuk sebuah AMFC yang sebangun dengan
AJKL di antara ruang yang dibatasi oleh lingkaran BDEF dan elips ABCD. Perhatikan bahwa sisi yang
bersesuaian antara kedua segitiga tersebut sejajar. Kita dapatkan yaitu JK | MF, KL || FC, dan JL |
MC. Sehingga sudut-sudut yang bersesuaian antara kedua segitiga tersebut juga sama besar. Kita dapat
mengatakan bahwa AJKL ~ AMFC dengan menggunakan teorema sudut-sudut-sudut. Pembuktian
teorema-teorema yang berhubungan dengan kesebangunan segitiga-segitiga dapat dilihat secara
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lengkap pada [21], [22], [23].

3.1. Gelombang Sinus
Perhatikan Gambar 4, KL dapat bergerak sepanjang kurva lingkaran dan elips sedemikian sehingga
AJKL ~ AMFC. Panjang sisi yang bersesuaian pada AJKL dan AMFC yaitu

FC = h bersesuaian dengan KL = h’

MC = b bersesuaian dengan JL = b’

MF = a bersesuaian dengan JK = a’

Gambar 4. Irisan tabung dengan bidang miring

Dengan menggunakan teorema phytagoras pada AMFC, kita dapatkan hubungan (MC)? = (MF)? +
(FC)?yang secara sederhana dituliskan

b?=a?+ h? (D
Sedangkan pada AJKL, kita dapatkan hubungan (JL)? = (JK)?+ (KL)? yang secara sederhana
dituliskan

(b"H? = (a)*+ (h')? 2)
Perhatikan bahwa KL = h’ merupakan jarak antara elips ABCD dengan lingkaran BDEF. Berdasarkan
persamaan (2) kita peroleh

(h)?=(b")?—(a')? 3)

Kita peroleh KL maksimum terjadi ketika h' = KL =CF = h .
Perhatikan jika m£BMK = 6 maka kita dapatkan hubungan JK = MK sin @, karena JK = a'
sedangkan MK = MF = a merupakan panjang jari-jari lingkaran BDEF maka

a’' = asin 0 4)
Dengan menggunakanteorema kesebangunan, karena AJKL ~ AMKF maka kita perolehperbandingan
sisi yang bersesuaian

W_a ®)
=
Masukan persamaan (4) ke persamaan (5)
h" asin6 (6)
h a
dan kita peroleh jarak antara elips ABCD dengan lingkaran BDEF yaitu
h' = h sinfdengan 0 < 6 < 21 (7)

Jika kita membuka selimut tabung dengan cara memotong pada sepanjang PQ kemudian dibentangkan
menjadi bangun datar maka akan tampak seperti pada Gambar 5 di bawah ini. Kita dapatkan persamaan
h' = h sin 8 merupakan tinggi gelombang sinus sepanjang lingkaran BFDE.
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Gambar 5. Kurva Elips pada Bentang Selimut Tabung.

Perhatikan Gambar 5, Kita dapat menuliskan persamaan panjang gelombang sebagai berikut | = a6
dengan 0 < 6 < 2m. Seperti yangtelah kita ketahui bahwa BB’ merupakan keliling lingkaran, sehingga
dapatkan BD = ma dan BF = ma/2. Panjang dua gelombang juga dapatkan sebagai BB'. Seperti yang
telah dikatakan sebelumnya h merupakan tinggi maksimum gelombang dan terjadi ketika sudut 6 =
/2.

Jika kita perhatikan semakin besar nilai a maka gelombang sinus akan terlihat lebih landai dengan
syarat ketinggian maksimum yaitu h tidak berubah. Jika a = b maka gelombang merupakan garis lurus
karena h? = b?> — a? = 0. Jikaa = h maka b? = h? + a? = h? + h? = 2h?. Kita peroleh juga h =
b/V2.

3.2. Kurva Elips

Jika elips ABCD dan lingkaran BFDE diletakan dalam satu bidang datar koordinat kartesius dengan
titik pusatnya sama yaitu M (0,0), maka kita peroleh pasangan segmen-segmen yang sejajar sekaligus
berimpit yaitu JK Il JL dan MF || MC seperti yang terlihat pada Gambar 6 di bawah ini.

C

=

[
|

/[~
""".‘:.\\‘
\\_4

Gambar 6. lingkaran BEDF dan elips ABCD dalam satu bidang koordinat kartesius

fmmm e e — =

Berdasarkan Gambar 4, kita telah mendapatkan bahwa persamaan

b =)+ (d)?
karena h' = h sin(6) maka

(") =2 + (a)2 = J(h?sin2 6 + a2 sin? 0) = [(h? + a?) sinf ®)
dan karena h = /(b? — a? maka kita peroleh persamaan (8) menjadi
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b' =/ (h?+ a?) sinfd =+/(b2—a? + a?) sinf = b sind
Secara sederhana kita tuliskan
b' = b sinf ()
Perhatikan kembali Gambar 4, karena m«£BMK = 6 makakita dapatkan bentuk persamaan (4) menjadi
sin(@) = — atau kita tuliskan sebagai
a’ (10)

sin(0) = —
a
Kita masukan persamaan (10) ke persamaan (9) klta peroleh
b’ b —

dengan kata lain.
Perhatikan Gambar 6, kita peroleh bahwa a’ = JK yang kita dapatkan dari jarak titik J(x, 0) keK (x, y)
yaitu

JK =a =/(y—0)? + (x—x)2 Y
dengan kata lain
JK =d =.y? (12)

dan b' = JL yaitu jarak titik J(x,0) ke L(x',y") yang diperoleh dari
JL=b"=J(/ =02+ (' —x)?

JL=b"= /()2 (13)

Kita bandingkan persamaan (13) dan (14), kita peroleh hubungan koordinat elips dan lingkaran yaitu
v _JO?
a, /yz

,_ b (14)
J’—ay

karena x' = x maka

Kita dapat menuliskannya menjadi

dengan kata lain

Karena y2 = a? — x? kita peroleh persamaan (14) menjadi
’ b?
O")?=—(a®—x?)
atau
OD? 1
2 @)
karena x" = x maka
O ()
T T e
dengan kata lain
(y)? (')? (15)
ot

di mana b = a > 0. Dengan demikian terbukti bahwa dengan menggunakan persamaan gelombang
sinus kita dapat menurunkan persamaan elips.

3.3. Panjang Kurva Elips dan Gelombang Sinus

Kita dapat menghitung panjang kurva gelombang sinus dengan menggunakan integral yang hasilnya
sama dengan keliling elipsnya. Ini menunjukan bahwa ketika dibentangkan kurva elips menjadi kurva
sinus tidak mengalami perubahan panjang. Pembuktian ini dapat kita peroleh yaitu jika panjang kurva

sinus adalah L maka
2T dhr 2 dx (16)
L= f d9> do
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Karena h' = hsin (6) maka dh/d6 = hcos (0), dan x = fa maka dx/d6 = a. Dengan demikian
2m 1
L= f J(hsin®)? + (a)2d6 an
0

Karena h = Vb? — aZ maka

2
L= J(b% — a?) sin26 + a2 db
0

atau
2T

L= J(b? sin?0 + a? — a?sin? 6 d
0
karena a? — a?sin? 6 = a?(1 — sinz2 0) = a? cos?(0) maka

L= f \/b2 sin?0 + a?cos %6 db
0

(18)
Terlihat bahwa L yaitu panjang kurva sinus juga merupakan keliling elips.

4. PEMBAHASAN

Penelitian mempunyai perbedaan dan persamaan dalam menurunkan hubungan antara kurva elips dan
kurva sinus. Perbedaannya yaitu penelitian ini menurunkan rumus gelombang sinus dari irisan tabung
tanpa menggunakan koordinat kartesius. Pada penelitian ini kita dapatkan tinggi gelombang yaitu
h sin @ dan panjang gelombang yaitu ad dengan 0 < 8 < 2m. Penelitian ini mempunyai kesamaan
yaitu memetakan elips dari dimensi ruang menjadi kurvasinus pada dimensi datar, seperti yang terdapat
pada [10], [17], [20].

Pada penelitian ini rumus elips diturunkan dari rumus gelombang sinus hasil dari pemetaan elips yang
merupakan perpotongan silinder. Beberapa penelitian sebelumnya menunjukan secara langsung
penurunan rumus elips dari perpotongan silinder seperti yang terdapat pada artikel [2], [9], [10], [13],
[17].Haliniberbedaseperti yangdilakukan oleh Kumar yang menurunkan gelombang sinus dari rumus
elips [16]. Semuanya menunjukan bahwa kurva elips dan kurva sinus adalah sama, hanya saja bidang
yang mereka tempati berbeda.

Penelitian ini juga menghasilkan bahwa panjang gelombang sinus dan panjang kurva elips mempunyai
panjangyangsamauntuk 0 < 8 < 2m. Inidapatdibuktikan denganhasilnya dalambentuk integral yang
sama antara kurva gelombang dan elips untuk mencari keliling [24]. Ini artinya sebuah kurva dapat
dibentuk menjadi kurva lainnya bergantung pada bidang yang ia tempati namun tidak mengubah
ukurannya. Namun secara perhitungan ini sulit, karenanilai integral ini sulit dicari secara eksak [24].
Seandainya kita dapat mengubah bentuk kurva elips menjadi sebuah garis lurus pada sebuah bidang,
kita dapat mudah menghitung panjangnya. Kita bisa saja membentuk sebuah benda berbentuk elips
kemudian menggelindingkan pada sebuah bidang dan menghitung jarak tempuh untuk satu putaran dari
jejak yang tertinggal pada bidang. Namun cara ini tidak efektif akan terjadi kekeliruan dalam
perhitungan.

Ide peregangan lingkaran menjadi elips atau pemampatan elips menjadi lingkaran dapat dijelaskan
dengan baik dengan menggunakan dilatasi koordinat. Seperti yang telah terdapat pada artikel [1], [2],
[6]. Selain itu terdapat ide menggabungkan peregangan dan pemampatan secara bersamaan untuk
mengubah elips menjadi lingkaran. Ide penggabungan ini berusaha mencari jalan untuk elips
ditransformasikan menjadi lingkaran dengan tetap mempertahan kelilingnya [1]. Untuk mencari
keliling melalui ide ini hanya menghasilkan batas-batas keliling elips [25].

Walaupun penurunan rumus ini bukan merupakan hal baru. Namun penelitian ini memberikan cara
penurunan rumus gelombang secara langsung melalui irisan tabung lebih sederhana. Sederhana ini
dalam pengertian menggunakan kesebangunan segitiga-segitiga ketimbang menggunakan koordinat
kartesius. Kemudian menurunkan rumus elips dari rumus gelombang. Cara ini merupakan kebalikan
dari cara-cara sebelumnya yang terdapat [9], [16]. Dengan demikian kita dapat mengatakan bahwa
kurva gelombang dan elips adalah sama, yang membedakan adalah bidang yang mereka tempati.

5. KESIMPULAN DAN SARAN
Irisan tabung lingkaran oleh bidang datar yang menghasilkan elips. Ketika tabung tersebut bagian
selimutnya dibentangkan menjadi bidang datar maka elips akan terbentuk menjadi sebuah kurva
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gelombang. Ternyata rumus kurva gelombang ini dapat diturunkan secara langsung dari irisan tabung,
Penelitian selanjutnya harus bisa mencari keliling elips dengan menggunakan tabung yang alasnya
berbentuk elips dan mencari hubungan dengan luas selimut tabung.
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